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1. ÚVOD

Předmět práce: úprava metody BFGS s omezenou pamět́ı

(L-BFGS) pro nepodḿıněnou minimalizaci

pomoćı vektorových korekćı , které využ́ıvaj́ı

hodnot z p̌redchoźı iterace .

Běžně – takové korekce se odvozuj́ı z interpolačńıch metod.

Zde – korekce odvozené z myšlenky sdružených směr̊u

(podobný p̌ŕıstup lze naj́ıt ve zprávě Hu, Storey 1991).

Pro kvadratické účelové funkce je zlepšeńı konvergence

nejlepš́ı možné v jistém smyslu.
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Metoda L-BFGS (Liu, Nocedal 1989) paťŕı mezi metody

s proměnnou metrikou typu line search - kvazinewtonovské

metody pro efektivńı lokálńı minimalizaci diferencovatelných

funkćı f : RN → R, založené na lokálńım kvadratickém modelu

Q(d)=
1

2
dTBd +gTd, g=∇f(x), d =−Hg ... směrový vektor,

B = H−1 ... aproximace Hessovy matice funkce f v bodě x.

Zvoĺıme x0 ∈ RN . Iterace xk+1
∆
= x+ se generuje: x+ = x+td,

k > 0, t > 0 ...délka kroku, splňuj́ıćı (slabé) Wolfeovy podḿınky

f(x+)−f(x)≤ε1 t gTd, gT
+d ≥ε2 gTd, 0<ε1<

1

2
, ε1<ε2<1.
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Matice se konstruuj́ı iteračně, obvykle H0 = I, daľśı H+ spd,

bĺızko k H a splňuj́ıćı kvazinewtonovskou podḿınku

H+y = s, y = g+ − g, s = x+ − x.

Metoda BFGS (1970) paťŕı mezi nejefektivněǰśı metody s

proměnnou metrikou; aktualizaci lze psát ve tvaru

H+=
1

b
ssT +V HV T , V=I − 1

b
syT , b = sTy,

na němž je právě L-BFGS – metoda BFGS s omezenou pamět́ı,

adaptace metody BFGS pro velký počet proměnných, založena;

neukládaj́ı se N × N matice H, jen max m dvojic vektor̊u s, y

(m ≥ 1 je parametr), směrový vektor d = −Hg se poč́ıtá

Strangovými rekurencemi (Nocedal 1980).
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Vektorové korekce

Uvažujeme korigované vektory

s̄0 = s0, ȳ0 = y0, s̄k = sk − αks̄k−1, ȳk = yk − βkȳk−1,

k > 0, s takovými αk, βk ∈ R, aby s̄T
k ȳk > 0.

Korigovaný směrový vektor: −H̄kgk ḿısto −Hkgk, kde H̄0 = I

a matici H̄k+1 źıskáme tak, že počátečńı matici

(sT
k yk/yT

k yk) I

opakovaně aktualizujeme užit́ım aktualizace BFGS s korigo-

vanými vektory s̄i, ȳi ḿısto si, yi, i∈ [max(k−m+1,0), k], k ≥ 0.
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2. KORIGOVANÁ AKTUALIZACE BFGS

Abychom zjistili, jak volba αk, βk ovlivńı matici H̄k+1, budeme

vyšeťrovat vliv parametr̊u α, β na vlastnosti aktualizace

(∗) H̄+=
1

b̄
s̄ s̄T+V̄ H̄V̄ T , V̄ =I−1

b̄
s̄ ȳT , b̄ = s̄T ȳ > 0

pro libovolnou spd matici H̄ splňuj́ıćı H̄ȳ− = s̄− (zde H̄ 6= H̄k).

Je-li (*) posledńı z aktualizaćı, které vytvá̌rej́ı matici H̄k+1, je

H̄ȳ−= s̄− vždy splněno pro m>1 (QNP s p̌redchoźımi vektory).

Podḿınky konjugovanosti s̄, s̄− vzhledem k B̄=H̄−1, B̄+=H̄−1
+ :

s̄T
−B̄+s̄ = s̄T

−B̄s̄ = 0.

Protože B̄+s̄= ȳ, B̄s̄−= ȳ−, lze psát: s̄T−ȳ = s̄T ȳ−=0 ⇒ α, β .
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Jinak: kromě QNP H̄+ȳ = s̄ je splněna i podḿınka pro ȳ−, s̄−:

Lemma 1.Buď H̄ lib. spd matice s H̄ȳ−= s̄−, H̄+ z (*) a vektory

s̄, H̄ȳ lineárně nezávislé. Pak s̄T−B̄+s̄= s̄T−B̄s̄=0 ⇔ H̄+ȳ−= s̄−.

Tato formulace konjugovanosti umožňuje odlǐsit role s̄T ȳ−, s̄T−ȳ:

Lemma 2. Buď H̄ lib. spd matice s H̄ȳ− = s̄− a H̄+ z (*). Pak

b̄(H̄+ȳ−− s̄−)TB̄+(H̄+ȳ−− s̄−) = (s̄T
−ȳ−s̄Tȳ−)2+ω(s̄Tȳ−)2,

kde ω = ȳTH̄ȳ/̄b − b̄/s̄TB̄s̄ ≥ 0, ω = 0 jen p̌ri závislosti s̄, H̄ȳ.

ω může být velké, proto by mělo hlavně být 0= s̄Tȳ−=sTȳ−−αb̄− ,

má-li být H̄+ȳ− ≈ s̄− ⇒ α = sTȳ−/̄b− ... užito všude v daľśım.
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Pro β je základńı volba βZ = s̄T−y/̄b− ⇒ s̄T−ȳ = 0, H̄+ȳ−= s̄−
podle lemmatu 2. Tato hodnota má daľśı zaj́ımavé vlastnosti:

Věta 1. Buď H̄ lib. spd matice s H̄ȳ− = s̄− a H̄+ z (*). Je-li

α = sTȳ−/̄b−, pak s̄Tȳ− = 0, b̄ = b − αβZ b̄− a volba β = βZ

minimalizuje jak ȳTH̄ȳ tak cond(H̄1/2B̄+H̄1/2) jako funkce β.

Věta 2. Buď H̄− lib. spd matice, H̄ aktualizace (∗) matice H̄− s

s̄−, ȳ−, b̄−>0 ḿısto s̄, ȳ, b̄, H̄+ spd, H̄+ȳ−= s̄−, W =B̄
1/2
+ H̄B̄

1/2
+

a W−= B̄
1/2
+ H̄−B̄

1/2
+ . Pak (Frobeniovy maticové normy)

‖I−W−‖2F − ‖I−W‖2F =‖W−W−‖2F ≥(ȳT
−H̄−ȳ−/̄b− − 1)2.

⇒ matice H̄+ je k H̄ v jistém smyslu vždy bĺı̌ze, než k H̄−.
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Ačkoliv volba βZ dává dobré výsledky, neńı vždy nejlepš́ı. Mělo

by také být β ≈ α , má-li být p̌riblǐzně splněna i QNP s neko-

rigovanými vektory s, y (L3). Často je lepš́ı ±√
βZα – výhodné

pro globálńı konvergenci – dále, nav́ıc zaj́ımavé vlastnosti (L4).

Lemma 3. Buď H̄ lib. spd matice s H̄ȳ− = s̄− a H̄+ z (*).

Je-li α = sTȳ−/̄b−, pak

(H̄+y − s)TB̄+(H̄+y − s) = b̄−





(sT ȳ−)2

b̄ b̄−
(β − βZ)2 + (β − α)2



 .

Lemma 4. Buď H̄ lib. spd matice s H̄ȳ− = s̄− a H̄+ z (*). Je-li

α = sTȳ−/̄b−, β2= βZα = s̄T−y sTȳ−/̄b2−, pak yT(H̄+y − s) = 0 .
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3. VÝSLEDKY PRO KVADRATICKÉ FUNKCE

Zde p̌redpokládáme β = α , aby ȳk=Gs̄k, G ... Hessova matice.

Věta ř́ıká, že zlepšeńı konvergence pomoćı korekćı s, y je v

jistém smyslu nejlepš́ı možné: (Frobeniova maticová norma)

Věta 3. Buď H̄ lib. spd matice s H̄ȳ− = s̄−, H̄+ z (*) a f

kvadratická funkce f(x)= 1
2(x− x∗)TG(x− x∗) se spd matićı G,

x∗ ∈ RN . Jsou-li vektory s, s̄− lineárně nezávislé, pak je vždy

b̄ > 0 a volba α = α̂ = sTȳ−/̄b− = s̄T−y/̄b− implikuje H̄+y = s a

minimalizuje hodnoty b̄, ‖G1/2H̄+G1/2 − I‖F jako funkce α.

L-BFGS s p̌resnými LS generuje konjugované směrové vektory

a zachovává m QNP. Podobně i zde pro jednotkové kroky :
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Věta 4. Buď x0, x∗ ∈ RN , k̄ > 0, m ≥ 1, f kvadratická funkce

f(x)= 1
2(x−x∗)TG(x−x∗) se spd matićı G a pro 0≤k≤ k̄ buďte

iterace xk+1=xk+sk generovány metodou sk=−tkH̄kgk, tk >0,

gk = ∇f(xk), s těmito maticemi H̄k: H̄0 = I a matice H̄k+1,

0 ≤ k < k̄, jsou dány opakovanou BFGS aktualizaćı s vektory

(s̄k−m̃, ȳk−m̃), . . . , (s̄k, ȳk) a počátečńı matićı (sT
kyk/yT

kyk)I, kde

m̃ = min(k, m−1), yk = gk+1−gk, a veličiny s̄j, ȳj, b̄j, j ≥ 0,

jsou formálně definovány s̄0=s0, ȳ0=y0, s̄j+1=sj+1−αj+1s̄j,

ȳj+1=yj+1−αj+1ȳj, αj+1=sT
j+1ȳj/̄bj, b̄j = s̄T

j ȳj.

Je-li každý generovaný vektor sk lineárně nezávislý na s̄k−1,

0 < k ≤ k̄, je metoda dob̌re definována. Je-li nav́ıc tk+1 = 1

pro nějaké k, 0 ≤ k < k̄, plat́ı

H̄k+iȳk= s̄k, s̄T
k Gs̄k+i=0, s̄T

k gk+i+1=0, i∈ [1,min(m̃+1, k̄−k)].
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4. IMPLEMENTACE

Podle p̌redchoźı teorie bychom měli korigovat, kdykoliv se úče-

lová funkce bĺı̌źı kvadratické. Jako ḿıru odchylky lze vźıt

nap̌r. |sT
k yk−1−sT

k−1yk| (0 pro kvadratické funkce). Zde bereme

δ = |sT
k ȳk−1 − s̄T

k−1yk| = b̄k−1|αk − βk|

– snáze použitelné, velmi podobné výsledky. Nekorigujeme, je-li

δ ≥ b̄2k−1/bk, maj́ı-li č́ısla sT
k ȳk−1, s̄T

k−1yk r̊uzná znaménka nebo

je-li b̄k ≤ 10−6 bk.

Za těchto podḿınek je 0 ≤ βZα ≤ b/̄b− (V1: b̄ = b−αβZ b̄−)

⇒ volba β=±√
βZα výhodná pro globálńı konvergenci; nav́ıc je

obvykle pro b̄k >10−2bk lepš́ı.

Ostatńı úpravy nevýznamné, jen pro globálńı konvergenci.
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A l g o r i t m u s 4.1

Data: Počet m BFGS aktualizaćı na iteraci, parametry pro určeńı délky

kroku ε1, ε2, 0 < ε1 < 1
2, ε1 < ε2 < 1 a korekčńı parametr ∆ > 1.

Krok 0: Inicializace. Definujeme startovaćı bod x0 ∈ RN , matici H̄0 = I,

směrový vektor d0 = −g0 a č́ıtač iteraćı k = 0.

Krok 1: Jednorozměrná minimalizace. Vypočteme xk+1=xk+tkdk (WP),

sk=xk+1−xk, gk+1=∇f(xk+1), yk=gk+1−gk a bk=sT
kyk. Pro k=0

polož́ıme s̄k=sk, ȳk=yk a p̌rejdeme na krok 4.

Krok 2: Př́ıprava korekce. Polož́ıme αk = sT
k ȳk−1/̄bk−1, βk = s̄T

k−1yk/̄bk−1.

Je-li αkβk ≤ 0 nebo b̄k ≤ 10−6 bk nebo |αk − βk| ≥ b̄k−1/bk , polož́ıme

αk= βk= 0 a p̌rejdeme na krok 3. Je-li |βk|2 > 4bk/̄bk−1 nebo

b̄k >10−2bk , nahrad́ıme βk č́ıslem βk

√

αk/βk .

Krok 3: Korekce. Polož́ıme s̄k = sk − αks̄k−1, ȳk = yk − βkȳk−1.

Krok 4: Definice aktualizaćı. Buď m̃=min(k, m−1). Je-li |s̄k−m̃|/|sk−m̃|>∆

nebo |ȳk−m̃|/|yk−m̃|>∆, polož́ıme s̄k−m̃ = sk, ȳk−m̃ = yk a b̄k−m̃ = bk.

Definujeme matici H̄k+1 opakovanou aktualizaćı BFGS s vektory

(s̄k−m̃, ȳk−m̃), . . . , (s̄k, ȳk) a počátečńı matićı (sT
kyk/yT

kyk)I.

Krok 5: Směrový vektor. Vypočteme dk+1 = −H̄k+1gk+1 pomoćı Stran-

gových rekurenćı, polož́ıme k :=k+1 a p̌rejdeme na krok 1.
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5. GLOBÁLŃI KONVERGENCE

Předpoklad 1. Účelová funkce f :RN →R je zdola omezená a

stejnoměrně konvexńı a má omezené druhé derivace (tj. 0 <

G ≤ λ(G(x))≤ λ(G(x))≤G <∞, x∈RN , kde λ(G(x)), λ(G(x))

jsou nejmenš́ı a nejvěťśı vlastńı č́ısla Hessovy matice G(x)).

Věta 5. Nechť účelová funkce f splňuje p̌redpoklad 1. Pak

algoritmus 4.1 generuje posloupnost {gk}, která buď terminuje s

gk=0 pro nějaké k, nebo plat́ı lim
k→∞

|gk|=0.
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6. NUMERICKÉ VÝSLEDKY

Porovnáme počty vyč́ısleńı a doby výpočtu pro 3 kolekce úloh:

test 11 (Lukšan et al. 2010, 55 úloh, N =1000-5000 -upravená

CUTE, Bongartz et al. 1995), test 12 (Andrei 2008, 73 úloh,

N =5000) a test 25 (Lukšan et al. 2010, 68 úloh, N = 10000).

Parametry: m = 5, p̌resnost ‖g(x⋆)‖∞ ≤ 10−6 ,

∆ = 100, ε1 = 10−4, ε2 = 0.8.

Porovnáváme s metodami: L-BFGS a metoda z PANM 15.
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Výsledky jsou uvedeny v tabulce 1, kde ’NFE’ je celkový počet

vyč́ısleńı hodnot funkćı a rovněž gradient̊u pro všechny úlohy a

’Čas’ celková doba výpočtu ve vtěrinách.

Test 11 Test 12 Test 25

Metoda NFE Čas NFE Čas NFE Čas

L-BFGS 80539 32.50 43648 46.17 462104 519.40

Algorithm 4.1 64395 30.20 34472 37.57 296321 381.08

Alg. PANM 15 80328 34.52 43182 56.67 512880 649.15

Tabulka 1. Porovnáńı s L-BFGS a metodou z PANM 15.
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Pro lepš́ı znázorněńı efektivity a spolehlivosti porovnáme metody

u testu 25 i pomoćı výkonnostńıch profil̊u (Dolan, Moré 2002):

πM(τ) =
počet úloh s . . . log2(τÚ ,M) ≤ τ

celkový počet úloh
,

kde
τÚ ,M = PÚ ,M/min

M
PÚ ,M ,

resp.
τÚ ,M = ∞ . . . když metoda M seľze p̌ri řešeńı úlohy Ú ,

PÚ ,M je počet funkčńıch vyč́ısleńı | čas poťrebný k vy̌rešeńı úlohy

Ú metodou M , τ ≥ 0.

Hodnota πM(0) dává procentńı počet úloh, kdy je metoda

M nejlepš́ı a πM(τ) pro τ velká je procentńı počet úloh, které

metoda M vy̌reš́ı; č́ım výše je ǩrivka, t́ım lepš́ı metodě odpov́ıdá.
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Alg. 4.1
L-BFGS
Alg. PANM 15
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Obrázek 1 (Test 25, 68 úloh, m = 5, N = 10000).
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